Feuille 0 - révisions

Mathématiques

Calculs algébriques
EXERCICE 1.
13
A=(2x——)
2
1\2 1
=12x—-| [2x— =
2 2
5 1 1
=[4x"-2x+-||2x— =
4 2
x 1
=8x°—2x* —4x* +x+=— =
2 8
3 1
=8x°—6x*+=x—~
2 8
EXERCICE 2.
A=x>-2x*+x*-x*+2x-1
B=x"-x*+x*-1
C=x+2x*+x3-x>-2x-1
D=x"-x>-x*+1
EXERCICE 3.
A=x*+x2+1
B=x*+2x3+3x2+2x+1
C=x*+1
EXERCICE 4.
A=x2+y2+z2+2yz+2xz+2xy
B:x3+3x2y+3xy2+y3
EXERCICE 5.

ef+e ef—e "\ (et+e™* e¥-e*
= - +
2 2 2 2
- e—xex

EXERCICE 6.

A=—(6x+7)(6x—1)+36x*>—49
=—(6x+7)(6x—1)+ (6x—7)(6x+7)
= (6x+7)(=(6x—1)+6x—7))
= (6x+7)(—6))
=—6(6x+7)

B=-4(55x-1)(5x+4)
C=2(10x+3)(3x-4)
D=-8(x+16)(x+1)

E=-4(Q2x+5)(2x-1)

(identité remarquable)
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EXERCICE 7. 1. A= (x-1)? (identité remarquable a® +2ab + b* = (a+ b)?)

2.
3. C=(x+1)(x+2) (car —1 et —2 sont racines de x%2 +3x+2)
4. D=(x-1(x-8)

5.
6
7

B=(x+2)?

E=2(x+2)(x—4)

F=x+7(x-4)

. Onremarque que 1 est racine de x* — 1 donc G = x> — 1 = (x — 1)(ax? + bx + ¢). En développant et en identifiant

les coefficients, on obtient: @ = b= ¢ = 1. Donc G = (x — 1) (x2 + x + 1). Le trindbme x2 + x + 1 ne se factorise pas
davantage dans les réels car son discriminant est strictement négatif.

8. H=(x+1)(x2—x+1)

9.
10.
11.
12.

I=(x+1)(x+2)(x+3)
J=(*)?-12=(x*-DE*+1D=(x-D(x+D%+1)

K=x5-1=(x*2-12=(®-1)(x®*+1). Puisen utilisant Get H: K = (x — )(x? + x + 1) (x + 1) (x> — x + 1).
L=(x*-x*+1)(x*+x+1)(x* —x+1)(x* + 1) (x+ D(x—1)

EXERCICE 8. 1. A=(x+y-b)(x+y+Db)

2.

B=-3(14x+3y)(4x-y)

3. C=(x+3)(x+2)(x-1)
4. D=7@2x-3)%xy
5. E=2(x*y?+2)(x*y*-2)xy
6. F=(x*—y*-1)(x-2y)
7. G=—(a®+b*)(4x* +y)(4x* - y))
8. H=(x+y)(x—-y+1)
9. I=(x+1(y+1)
10. J=(x-D(y-1
11. K= (x+y)(x+1)?
EXERCICE 9. 1. Les solutions de x? —5x +4 = 0 sont 1 et 4. Les solutions de 2x> — x— 1 =0 sont 1 et —%.
2.

x>—5x+4
2x+6

(sz—x—l)
x2-9

X*—5x+4 x*-9
= X

2x+6 2x2-x-1
(-1 x-4)(x-3)(x+3)
C2(x+3)2(x-1D(x+1)
_ (x-4)-3)
C2x2(x+ 1)
_@=3)(x-4)
C2x+1)

A=

EXERCICE 10. Léquation x* = 2018x—2017 est équivalente 2 x> —2018x—2017 = 0. On constate que 1 est une solution.
On peut donc factoriser x> —2018x — 2017 ainsi : x> —2018x — 2017 = (x — 1)(x — a). En développant et en identifiant
les coefficients, on trouve a = 2017. Finalement, I'équation x% =2018x—2017 est équivalente a (x—1)(x—2017) =0, et
cette équation a exactement deux solutions : 1 et 2017.

EXERCICE 11.

A=4V2xy/x
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EXERCICE 12.
A= x4 ny—2 n—1
EXERCICE 13. 1. A=xP
2. B=x10

__1 .2
3. C_looox

_2a°p
4. D= 37
_ 16b%
5. E—W

EXERCICE 14. 1. A=4
2. B=4
3. C=4vV6
4. D=-13V3
5. E=2V7
EXERCICE 15. 1. Léquation (E) a un sens si et seulement si x est différent de —1.

2. Soit x un réel différent de —1.

x+1 2 3x+3 Y+1 2 3x43 0
18-3(x+1) -4
6(x+1) B
— -3x+11=0
11

— x=—
3

3 1 2 3 1 2
=

L'équation (E) possede donc une solution et une seule : 13—1

EXERCICE 16. 1. Léquation (F) a un sens si et seulement si x = 0.
2. Les solutions de I'équation t> —4£+3 =0 sont 1 et 3.
3. Soit x > 0. On remarque que x est solution de (F) si et seulement si /X est solution de I'équation de la question
précédente. Ainsi: (F) < (y/x=1ouyx=3) < (x=1oux=9).
EXERCICE 17. Légalité 21 + 220? = 2212 est équivalente a 212 = 2212 - 2202, Or :

2212 - 2207 = (221 —220)(221 +220) = 441 =400+ 2 x 20+ 1 = (20+ 1)2 =217

EXERCICE 18. 1. L'expression In(—3x + 1) a un sens si et seulement si x < %

2. Soit x < % On résout :

In(-3x+1) =y > 3D = oy

> -3x+1=¢
1-¢¥
3

— X=

Léquation In(—3x + 1) = y possede donc une et une seule solution : %

EXERCICE 19.
422y = l=y-2

On va passer aux logarithmes mais il faut distinguer deux cas :
— Siy-2>0(cest-a-diresi y>2),alors: e*"' = y—2 < x+1=In(y-2) < x=In(y-2)-1.
— Siy-2<0 (cest-a-dire si y < 2), alors 'équation e**! = y — 2 n’a pas de solution, car la fonction exponentielle
est a valeurs strictement positives.
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En conclusion : si y < 2, alors 'équation e**! + 2 = y n’'a pas de solution, et si y > 2, alors I'équation e**! +2 = y a une
et une seule solution, qui est In(y —2) — 1.

EXERCICE 20. 1. Onad’une part:
1 1 Pm+1)%+m+12%+n*> n*+2n3+3n2+2n+1
—_— + = =
n?2 (n+1)2 n2(n+1)=2 n2(n+1)2

Et d’autre part :
(n2+n+ 1)2 =n*+2r®+3n%+2n+1

On a donc bien :

1 1 (n? +n+1)>?
1+ — + =
n2 (n+1)2 n2(n+1)2
2. Ona:
+b+ c ann+)+bn+1)+cn  an®+(a+b+cn+b
a _— = =
n n+l nn+1) nn+1)
Donc, pour que I'égalité :
n“+n+l b ¢

a+—+
n(n+1) n n+l
soit vraie pour tout n € N*, il suffit que :

a=leta+b+c=1letb=1
Cela équivauta:a=1etb=1et c=—-1.0nadonc, pour tout n e N*:

P+n+l 1 1

nn+l)  ~ n n+l

2017 1 1
S= n;l \/1+ = + i
_2§7\/m
=\ nP(n+1)?

2007 p2 + p+1

3. Ona:

n=1 nn+1)

1 1
=1+--=
1 2
1 1
+1+=—-2
2 3
1 1
+14+=-=
3 4
1 1
+14+=-=
4 5
1 1
+lt— - ——
2016 2017
1 1
2017 2018
1 1
=20174+ - - ——
1 2018
1
=2018— ——
2018
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EXERCICE 21 ((identité de Diophante)). D’une part:
(@® +b*)(c* +d?) = a*c? + a*d® + b* ¢ + b*d?
D’autre part :
(ac+bd)® + (ad — bc)? = a®c® + 2achd + b*d? + a*d? — 2adbe + b* ¢* = a*c? + a®d* + b + b* d?

On constate donc qu’il y a bien égalité entre (a? + b?)(c? + d?) et (ac + bd)? + (ad — bc)?.

Suites et récurrence

EXERCICE 22. — Initialisation : pour n =1, on a d'une part 1 + 2 +---+ n = 1, et d’autre part w = 1. L'égalité
qu'’il faut démontrer est donc vraie pour n = 1.

— Hérédité : supposonsque 1 +2+---+n= @pour un certain entier n = 1. Alors :
nn+1 nn+l)+2(n+1 n+1l)(n+2
1+2+~--+n+(n+1):¥+(n+1): ( )2 ( ):( )2( )
Légalité qu’il faut démontrer est donc vraie au rang n + 1.

n(n+1)

Le principe de récurrence conclut : pour tout entier n=1,1+2+---+ n= =5

EXERCICE 23. — Initialisation : pour n =0, 0ona u, =2 et 2n2+1 =2 donc on a bien u,, = anﬁ
PPN __2 ; : .
— Hérédité : supposons u, = 5= pour un certain entier naturel 7. Alors :
2
_Un o1 2 2
O, T 142 2n+1+2 2+ D+1
n 2n+1
Notre égalité est donc vraie au rang n + 1.

Le principe de récurrence conclut : pour tout entier n =0, u, = Zn%

EXERCICE 24 1. — Initialisation : pour n =1, ona & + (a— %) (3)"" = a et u, = a donc on a bien u, = % +
. : Y ' 13 13/ {10 n n=T13

(a-F)(@)"" )

PP TIP —3\n-1 . .
— Hérédité : supposons que u,, = 15 + (a—+5) (72)"  pour un certain entier n = 1. Alors::

2 3 2 3 (4 ( 4)(—3)"_1) 2 3 4 ( 4)(—3)" 4 ( 4)(—3)"
Upr1=———Up==———|—=+|a-—=||— =———x—+la-—=||—=]| ==+|la-=||—
5 10 5 10113 13)110 5 10 13 13)110 13 13110

e . . . —3\n-1
Le principe de récurrence conclut : pour tout entier n = 1, up, = 15 + (a— 15 ) (3)" -

13/\1
-3 n-1
lim (—) =0

n—+oo\ 10

Et donc, en utilisant la relation établie dans la question précédente :

2. Comme|;—g|<l,ona:

4
lim u,=—

n—+oo 13
EXERCICE 25 — Initialisation: pour n=1,0na 15 + 5oz + mog + - bt Ao =L =let1- L -1-1=1
. : ’ Tx2 " 2x3 " 3xa nntl) — Ix2 ~ 2 n+1 272"
Donc I'égalité qu’'on veut démontrer est vraie pour n = 1.
— Hérédité : supposons notre égalité vraie pour un certain entier n = 1. Alors :
1 1 1 1 1 1 1-(n+2) 1
+ + Foeeedeeat =1- + =1+ =1-
1x2 2x3 3x4 (n+1)(n+2) n+l (n+1n+2) (n+1D(n+2) n+2
Notre égalité est donc vraie au rang n + 1.
Le principe de récurrence conclut : pour tout entier 7.2 1, 15 + 55 + 353+ + -+ o055 = 1 — 757
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EXERCICE26.  — Initialisation : pour 7 = 1, on a d’une part 12 +22 +--- + n? = 1, et d'autre part ZUED -
Légalité qu’il faut démontrer est donc vraie pour n = 1.
— Hérédité : supposons 12 +22 + .-+ n? = w vraie pour un certain entier # = 1. On a alors :
nn+1)2n+1)

12+22+---+n2+(n+1)2=f+(n+l)2=

n+l1

n+l 5
(n2n+1)+6(n+1)) = T(Zn +7n+6)

D’autre part: (n+2)2(n+1)+1) = (n+2)(2n+3) = 2n* + 7n+6. Donc on a bien :

P+22+-+n%+(n+1)?%= (n+1)(n+2)6(2(n+1)+1)

Et notre égalité est vraie au rang n + 1.
Le principe de récurrence conclut : pour tout entier = 1, 12 +22 + ... + p? = 2tlientl)

EXERCICE 27. Démontrer par récurrence que, pour tout entier n>1:

nn+1))2
13+23+~--+n3:(%

2
— Initialisation : pour 7 = 1, on a d'une part 13 + 23 + ... + n® = 1, et d’autre part (W) = 1. Légalité qu'il faut
démontrer est donc vraie pour n = 1.

2
— Hérédité : On suppose 13 +23 + .- + 3 = (@) vraie pour un certain 7 = 1. On a alors :

nn+1) n+1

2

2
13+23+--~+n3+(n+1)3=( +(n+1)3=(

I o+t =L 2

2
Notre égalité est donc vraie aurang n + 1.

2
Le principe de récurrence conclut : pour tout entier n =1, 13 +23 +-.. + n® = (@) )
EXERCICE 28. 1. Ona3u; = ug+4=9donc u; =3.Et3up = u; +4=7donc up = .
2. — Initialisation : on a bien uy =2 car ug = 5.
— Hérédité : supposons u, = 2 pour un certain entier naturel n. Alors : 3u,4+1 = u, +4 22 +4 = 6. Donc
Upil = g = 2. Notre inégalité est donc vraie au rang n+ 1.

Le principe de récurrence conclut : pour tout entier naturel n, on a u, = 2.

3. Soit n un entier naturel. Ona:
3(Up+1 —Up) =3Up+1—3Uup=up+4-3u,=22-u,) <0 (caru,=2)

Donc u,41 — U, < 0. La suite (u;,) est décroissante.

4. On sait que toute suite décroissante et minorée est convergente. Or la suite () est décroissante et minorée
(par 2) d’apres les questions précédentes. Donc la suite (u,) est convergente.

Notons ¢ la limite de (). En passant a la limite dans la relation 3u,+; = u; + 4, on obtient : 3¢ = ¢ + 4. On en
déduit: ¢ =2.

5. Soit n un entier naturel. On a:

3Vp+1 =3Wp+1-2)=3Up+1—6=Uy,+4-6=Uu,—2=V,

Donc: uy41 = %un Ainsi, la suite (v,) est géométrique de raison %
. n .
6. Pour tout entier naturel n: v, = ()" vg = 3,,%1 Puis: u, =2+v,=2+ 3,%_1

3
n 1\k 1_(1)”*1 9 1)7+L
e O
k=0 =0 \3 1-1 2 3
n n n+1l
Sn=Y upr=y C+v=|d 2|+ Tp=2(n+1)+T,
k=0 k=0 k=0
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8. Comme —1< 1 <1donc:

n+l
lim (—) =0
n—+oo\ 3

Donc:
. 9
lim T,=-
n—+oo 2
Et:
lim 2(n+1)=+oc0
n—+oo
Donc:

lim S, =+c0
n—+oo

EXERCICE 29. On définit deux suites (u,) et (v,) par: up =2, v, = u% pourtoutneN, et U,y = ””;”" pour tout 2 € N.
— _3 , _4 _17 ,, _24
L vw=Lu=3 =3 U=1102=1.

2. — Initialisation : ugy et vy sont bien compris entre 1 et 2, donc les encadrements qu’on veut établir sont vrais

aurang n=0.
— Hérédité : supposons 1 < u, <2 etl < v, <2 pour un certain entier naturel n. On a alors 2 =1+1 <
Up+V,<2+2=4,donc:1< @ <2, cest-a-dire 1 < u,4 < 2. La fonction inverse est décroissante sur
10, +oo[ donc : % < u,,lﬂ < %, d’oli: 1 < v,41 < 2. Nos deux encadrements sont donc vrais au rang n + 1.
Le principe de récurrence conclut : pour tout entier naturel n, u, et v, sont compris entre 1 et 2.

3. Ona:

Up+ Uy 2 Up + Uy 4 (Up+vp)? =8 U2 +2upv,+1v2 -8 u?—4+v2
Un+1 — VUn+1 = T - = = ==

2

2 Upn+ U 2(Un+vy) 2(Uy + vp) T 2(up + vp)

D’autre part :
(Un—vp)? = uf,—Zunvn+ vfl: ui—4+ vfl

On a donc bien:

u v _ (up - Vn)2
n+1 n+1 —Z(Lln T Vn)
4. Soit nun entier naturel. Un carré est positif donc (u,, — v,,)> > 0. De plus, on sait que u,, et v, sont positifs donc
—_ 2 . 2 2z ’ N
2(u,, + vy,) = 0. Ainsi : % = 0 et donc, avec la question précédente : 1,1 — Vy11 = 0. D0l : Uy < Upyq.

Cela prouve que v, < u, pour tout entier n = 1. De plus, on a bien vy < ug car vy = 1 et uy = 2. Finalement :
vn < u, pour tout entier naturel 7.

5. Soit n un entier naturel. On a:

Up+ Un Up—Up
u"H_u":T_un:TSO car v, < uy

Donc la suite (u;) est décroissante. Ensuite :

2
Un+1 u Un
== =1 car0< 1 < Un
Un w Un+1

De plus la suite (v;) est a termes strictement positifs donc la suite (v;) est croissante.

6. Les suites (u,) et (v,;) sont convergentes car elles sont respectivement décroissante minorée et croissante ma-
jorée.
7. Soit n un entier naturel. On a vu que u, et v, sont comprisentre 1 et2,donc:1<u,<2et-2<-v,<-1.0n
en déduit: 1+ (-2) < u, — v, <2+ (-1). En particulier, on a bien: u, —v, < 1.
8. Soit n un entier naturel. On a u, =1 et v, =1 donc 2(u, + v,;) =4 et donc : m < %. En multipliant par le
n n

.On en déduit : u,41 — Vps1 < (”"7””)4(””7””) < tn_Un

Y RY
nombre positif (¢, — v,,)%, on obtient : g(‘;nf’,ji) < W 4”")

(car 0 < up — v, < 1 d’apres la question précédente).
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9. — Initialisation: pour n=0,onau,—-v,=2-1=1et 4% =1donconabien u,-v, < 4%,.

3

Un—VUn 47 _
4

— Hérédité : supposons u, —v, < 4% vrai pour un certain entier naturel #n. Onaalors: Up+1—Vp41 <
1 PSR .
71> donc notre inégalité est vraie au rang n + 1.
Le principe de récurrence conclut: u, — v, < 4%, est vraie pour tout entier naturel n.

10. En déduire que ¢ = m puis déterminer ¢. Pour tout entier naturel n: 0 < u,, — v, < 4%. Par encadrement, on a
donc : limy,— o Uy — v, = 0. Mais par ailleurs, lim,,—. ;oo £ — m = 0. Donc ¢ — m =0, et donc ¢ = m.

En passant a la limite dans la relation v,, = u%z’ on obtient: ¢ = %. Donc ¢% =2 et donc £ = V2 ou ¢ = —/2. Mais

comme /¢ est la limite d'une suite a termes positifs, ona £ = 0 et donc ¢ = V2.

Etudes de fonctions

1. Lexpression A(x) a un sens si et seulement si toutes les conditions suivantes sont remplies :

EXERCICE 30.
(@ x#£0
(b) 1+1#0
1
(© 1+ ol #0
Résolvons I'équation 1 + % =0:
1
1+—=0¢= —=-1 <<= x=-1
x x
RésolvonsI'équation 1 + lj T =0:
1 1 1 -1
1+ T=0= = l=l+-=-l=l+-=-1l= —=-2 = x=—
1+ = < X X X 2
X X
Conclusion : 'expression A(x) a un sens si et seulement si x est différent de 0, de —1 et de _71
2.
TP S SN S S 23
- 1~ T X T 2xel
1+—7 1+? I+ 25 2x+1
EXERCICE 31. On pose:
1
B(x) = 1_—2
1+
1. L'expression B(x) a un sens si et seulement si toutes les conditions suivantes sont remplies :
@ 1-x#0
(b) 1+ #0
)
(© 1 ol #0
Résolvons I'équation 1 + - =0
1+ —=0 < 1———1 — l-x=-1<< x=2
—x _
Résolvons I'équation 1 — 1+21 =0
1-x
2 2 1 1
1- =0 =l 1l+— =2 — =1 1-x=1 < x=0
1+ 1+ = 1-x 1-x

2
B(x) 1 1 1 1 2—-x
X) = = = = = = —_—
2 2 2-2 2x=2 X
- 1 1_2x 1- 2_; 1+ zx_x 2—-x X

—
+

)
o

=
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EXERCICE 32. Lexpression C(x) a un sens si et seulement si toutes les conditions suivantes sont remplies :
1. 25-x%>0
2. x*-9=0

Ona:25-x2>0 < 5-x)(5+x) >0.

X —00 -5 5 +00
5-x + + 0 -
5+x - 0 + +
G-x)05+x) - 0 + 0 -

Donc:25-x%2>0 < x€]-5,5[.

Deméme: x2—9>0 < (x—3)(x+3)=0.

X —00 -3 3 +00o
x-3 - - 0 +
x+3 - 0 + +
(x=3)(x+3) + 0 - 0 +

Donc: x2—-9=0 < x€]—o00,-3] U3, +ool.

Conclusion : 'expression C(x) a un sens si et seulement si x €] —5,—-3] U [3,5].

EXERCICE 33. On pose f(x) =4+e* 3.

1. Lafonction f est définie surR. Ona:
Jim f0=4, im0 = oo

(il n'y a pas de forme indéterminée)

2. Lafonction f est dérivable surRet: VxeR, f'(x) = ¢*=3 > 0. D’ot1 le tableau de variations suivant :

X —00 +00
fx) +
+
Variations / o
de
! 4

3. La tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 3 a pour équation : y = f'(3)(x—3) + f(3) =
xX—=3+5=x+2.

La tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 4 a pour équation : y = f'(4)(x —4) + f(4) =
e(x—4)+4+e=ex+4-3e.
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4. Onrésout:
f)=y = 4+’ 3=y = "3 =y—4

On aimerait passer au logarithme. . .Distinguons deux cas :

— Si y—4<0 (cest-a-dire si y < 4), alors 'équation e*~3 = y — 4 n’a pas de solution (car la fonction exponen-
tielle est a valeurs strictement positives).

— Siy—-4>0,alorse*3=y-4 < x-3=In(y-4) < x=3+In(y—4).

Conclusion : si y <4, alors 'équation f(x) = y n'a pas de solution. Si par contre y > 4, alors I'équation f(x) =y

posséde une et une seule solution qui est: 3 +In(y —4).

EXERCICE 34. 1. On pose u(x) = x et v(x) = x> + 1. Les fonctions u et v sont polynomiales dont définies et déri-
vables sur R. De plus, la fonction v ne s’annule jamais car : Vx € R, x> + 1 = 1. La fonction f est donc définie et
dérivable sur R comme quotient de deux fonctions dérivables avec un dénominateur qui ne s’annule pas. Et :

W) -u@)v'(x)  x*+1-xx2x  1-x*  (1-x)(1+x)
v(x)2 @22 22 (2412

VxeR, f(x)=

Résolvons I'équation f'(x) =0:
flX)=0 = 1-x(1+x)=0 < x=1loux=-1

1l existe exactement deux points de € ou la tangente est horizontale : ce sont les points d’abscisses —1 et 1.

2. Commencons par les limites :
X 1

[l = = — 0

x2+1 x+§ x—+00

On trouve de méme :
x) — 0
fx Bt
On a vu que, pour tout réel x : f'(x) = I=0d+x)
q ’ p . . . (x2+1)2
de ce produit, faisons un tableau de signes :

. Donc f'(x) est du signe de (1 —x)(1 + x). Pour étudier le signe
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X —00 -1 1 +00
1-x + + 0 -
I+x - 0 + +
1-x)(1+x) - 0 + 0 -

On en déduit le tableau des variations de f :

X —00 -1 1 +00
f(x) - 0 + 0 -
0 1
2
Variations
de f
-1
2 0
3. Dessinde 6 :
y
1
I } } } 0 } } } } >
—4— -3 -2 -1 0 1 2 3 *
—1 J;
_ xP+x-1
EXERCICE 35. On pose f(x) = *=—.
1. Lafonction f est définie en tout réel différent de 1.
2. Ona: 1
2 -
x*+x-1 x+1-+
fx)= = =~ — 400
x—1 1 1l x—+o00
X
Et:
x+l—%
f)=——— — -0
1-, ¥

Donc la courbe représentative de f ne posséde pas d’asymptote horizontale. Ensuite :

PHx-1—1

x—1
x—-1 — 0_, x—-1 — 04
x—1_ x—14
Donc:
£ +x-1 £ *+x-1 .
X)=— — —00, X)=—— — +00
x—1 x—1_ x—1 x-=1;

Donc la droite d’équation x = 1 est une asymptote verticale pour la courbe représentative de f.
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3. Posons u(x) = x> + x— 1 et v(x) = x— 1. Les fonctions u et v sont définies et dérivables sur R car polynomiales.
La fonction f est donc dérivable sur son domaine de définition, comme quotient de fonctions dérivables (avec
un dénominateur qui ne s’annule pas). Soit x un réel différent de 1 :

WOv) - u)v'(x)  Cx+Dx-1D-(F+x-1)x1  x*-2x  x(x—2)

I —
Fx= v(x)2 a (x—1)2 T x=12 (x-12

Posons a(x) = x2—2x) et b(x) = (x—1)2. Les fonctions a et b sont définies et dérivables sur R (car polynomiales)
et la fonction b ne s’annule qu'au point 1, donc la fonction f est dérivable sur R\ {1} comme quotient de
fonctions dérivables. Soit x un réel différentde 1 :

0 = ad®)bx)-ax)b'(x)  @2x-2)(x-1)?-(x*-2x)x2(x-1) 2(x-1*-2(x*-2x) 2
- b(x)? - (x-1* - (x-13 Cx-1?
4. Pour tout réel x différent de 1, f'(x) est du signe de x(x — 2). D’ol le tableau suivant :
X —00 0 1 2 +00
b - 0 + + +
x=2 - - - 0 +
) + 0 - - 0 +
1 +00 +00
Variations
de f
—00 —00 5
gy
7 +4
6 +
5 [ S
41 |
THE
21 l
l—w\ |
' + //=0 + +—>
-3 -2 -1 0 | 2 3 X
/ o)
EXERCICE 36. 1. Onrésoutl'inéquation2x+3>0:

-3
2x+3>0 x>?

Donc la fonction f est définie sur I'intervalle I =] ‘73, +ool.
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2. Lafonction f est dérivable sur I et, pour tout xe I :

2
"(x) = >0
f@ 2x+3
Donc la fonction f est croissante sur I. De plus :
Jim £ (x) = +oo, xlf% f(x)=-o0

(il n'y a pas de forme indéterminée dans ces calculs de limite)

3. La tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse —1 a pour équation : y = f'(-1)(x— (-1)) +
fED =2(x+ 1) +1In(1) =2x+2.

EXERCICE 37. 1. Ona:

1 1
20 —1>0 = e > > — In(e") >ln(§) — x>-1In(2)

Donc I'ensemble des solutions de I'équation 2e* — 1 > 0 est I'intervalle | — In(2), +ool.
2. Lafonction f est définie sur I =] —In(2), +ool.

3. Soit x appartenanta I :
@ 2e*
X) =
2e* -1
Comme x € I, on a2e*—1 >0 (d’apres la premiére question). On a aussi 2e* > 0. Donc f’(x) > 0.
4. Ona:

lim 2e—1=2e1@_1=9
x——1n(2)

Donc:

li =—
xalflﬁ(Z) f(X) OO

Et:
1) = +o0

5. Soit x un élément de I.

f(x)—g(x)=In(2e*-1)—x—In(2) =In(2e* - 1) —In(e®) —In(2) = ln(zeze; 1) =In (1 - %)

Or % >0doncl- % < 1, puis en passant au logarithme :
1
fx)—gx) :ln(l - ﬁ) <In(1)=0

Enfin : )
xEIllmf(x) -gx) = xliTwln(l - ﬁ) =In(1)=0
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6. La droite T a pour équation : y = f'(0)(x —0) + f(0) = 2x

7. La question 5 montre que la droite d’équation y = g(x) est une asymptote (oblique) pour la courbe représen-
tative de f, au voisinage de +oco. La question 5 montre également que la courbe représentative de f se situe
partout en dessous de son asymptote.

y=8kx)
y=75x

x=-In(2)

8. Ona:
eV +1

2

fX) =y = InRe*-1)=y = 2" -1=¢’ < e*=

Or % > 0 donc on peut passer au logarithme :

eV +1

f(x)=y <= x=In

EXERCICE 38. On pose f(x) = x>+ ax— 1. Lafonction f est définie et dérivable sur R (car polynomiale). Soit x un réel.
Ona:

fx)=3x*+a
Or3x2=0eta>0,donc f'(x) > 0. La fonction f est donc strictement croissante sur R. Or une fonction strictement
croissante s’annule au plus une fois (il en est de méme pour une fonction strictement décroissante), donc I’équation
f(x) =0 possede au plus une solution.

b

EXERCICE 39. On souhaite comparer a = 1000'%! et b = 1001'°°. Pour cela on pose g = 2

1. Lafonction f est définie et dérivable sur I'intervalle ] — 1, +oco[. Pour tout réel x > —1:

1 1-(1+x) -X
!
X) = —_ 1 = =
f@ 1+x 1+x 1+x
Comme 1+ x >0, le nombre f’(x) est du signe de —x. On a donc le tableau suivant :
X -1 0 +00
-x + 0 -
' + 0 -
0
Variations
de f
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(il est inutile de calculer les limites de f en —1 et en +oco pour la suite de I'exercice)
2. Le tableau ci-dessus montre que pour tout x > —1, f(x) <0.
3. Ona:

In(q) = ln(g) =1In(b) —In(a) = 10001n(1001) — 10011n(1000) = 1000(ln(1001) —ln(lOOO)) —In(1000)

1001 1 1 1 1
=10001n (—) —In(1000) = lOOOln(l + —) —In(1000) = 1000 (ln(l + ) - + ) —1In(1000)
1000 1000 1000/ 1000 1000

Donc: )
| =1000f | —— |+ 1 —-1n(1000
n(q) f ( 1000) o )
4. D’apres les questions précédentes : In(g) <1 —1In(1000) < 0. Donc: g <1, etdonc b < a.

EXERCICE 40. Pour tout réel x > 0, on pose g(x) = x*> — 2In(x) et f(x) = x>+ 6x — 6xIn(x).

1. Lafonction g est définie et dérivable sur ]0, +oo[. Pour tout réel strictement positif x :

2 2x*-2 2(x-1)(x+1)

'X)=2x-==
&) X X X
> In( 1
n(x n(x
lim g(x)= lim x° (1—2 2)):+oo car lim (2) =0
x—+00 X=+00 X X—too X
liII(l) g(x) =+o0 (pas de forme indéterminée)
x—>
3. Onavuque pour toutx>0:
. 2(x—1)(x+1)
gx)=——
Onax>0etx+1>0donc g'(x) est du signe de x — 1. D’ol1 le tableau suivant :
X 0 1 +00
x—1 - 0 +
g'(x) - 0 +
+00 +00
Variations
de g
1

4. D’apres le tableau précédent, g(x) > 0 pour tout réel x > 0.

5. Lafonction f est définie et dérivable sur ]0, +ool. Soit x >0 :
f'(x) =3x*+6-6(n(x) + 1) = 3x* —61n(x)
On remarque que : f’(x) =3g(x).

=+00

6 In(x) )

. _ . 3 o p
xLHPoof(x) - xl—l»rPoox (1 + x2 6 x2
lim f(x)=0 car lim xIn(x) =0
x—0 x—0

7. On avu que, pour tout réel x >0, on a f'(x) =3g(x) > 0. D’oti le tableau suivant :
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X 0 +00
' +
+00
Variations
de f
0
EXERCICE 41. Pour tout réel x >0, on pose g(x) =In(x+1) —In(x) - ﬁ et f(x)= e’dn(“%).
1. Lafonction g est définie et dérivable sur ]0, +oo[. Soit x > 0.
, 1 1 (=D x(x+1) (x+1)? x x(x+1D—(x+1)%+x -1
g§X)=—7-—- 2= 2 2 2= 2 = 2
x+1 x (x+1) x(x+1) x(x+1) x(x+1) x(x+1) x(x+1)

2. D’apres la question précédente, g’(x) < 0 pour tout réel x > 0. Donc la fonction g est décroissante sur son
intervalle de définition.

. . x+1 1 . 1 1
lim gx)= lim In|—|-——= lim In{l1+—|-——=0
X—+00 X—+00 X x+1 x—+o0 X x+1
. . x+1 1 .o x+1
lim g(x)= lim In[—— |- ——=400  car lim — =400
x—04 x—04 X x+1 x—04y X
X 0 +00
g/(x) —_
+00
Variations
de g
0

3. Posons u(x) = x et v(x) =In(1+ %) Les fonctions u et v sont définies et dérivables sur ]0, +oo[ et pour tout
x>0:
u(x)=1
= -1
V() = == 1~ 2
1++ X°+X

Posons w(x) = xIn (1 + %) = u(x)v(x). La fonction w est définie et dérivable sur ]0, +oo[ (produit de deux fonc-
tions dérivables) et :

wx) =u@vx)+ux)v (x)=ln

1 X 1 1
I+—-)-—= =Infl+—-|-——
x) x°+x x) x+1
Pour tout x >0, on a f(x) = e“™ donc la fonction f est définie et dérivable sur ]0, +oo[. Pour tout x >0 :

) =w(x)eV™ = (ln(l + 1

)_ )exln(1+%)
x) x+1

D’autre part :

1 x+1 1 1 1
g(x)=In(x+1)-In(x) - zln( )— :1n(1+—)——
1+x X x+1 X x+1

On a donc bien :
flx) =g f(x)
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4. Soit x > 0. On a g(x) > 0 et f(x) > 0 donc, avec la question précédente, f'(x) > 0. D’ou1 le tableau de variation
de f:

f/(x) —_

Variations
de f

EXERCICE 42. 1 x— tet !

4
x— A4+ 4+ x?
ng 3x+1

x—x—e ¥

© ® N e e W

x—Ine*+1)

Systémes linéaires

EXERCICE 43. Ona:
a b _a(x+1)+bx_(a+b)x+a

X x+1  x(x+1 x(x+1)

Pour avoir pour tout réel x différent de 0 et de —1:

1 a b

x(x+1) - x x+1

il suffit donc de choisir a et b de telle sorte que :
{a +b=0

a =1

Donc a =1 et b = —1 conviennent. Finalement, pour tout réel x différent de 0 et de —1,on a:

1 1 1

x(x+1) - x x+1

EXERCICE 44. On procédant comme dans I'exercice précédent, on trouve que, pour tout réel x différentde 1 etde —1:

=1

1 _ L2
(x-Dx+1) x-1 x+1

D=

EXERCICE 45. On procédant comme dans I'exercice précédent, on trouve que, pour tout réel x différent de 0 et de 2 :

3x+1 2

= + =
(x-2)x x-2 x
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EXERCICE 46. Déterminer des réels a, b, c, d tels que, pour tout réel x différent de 1:
1-x+x%)2 d

gzax3+bx2+cx+—

x—1 x—1

On a d'une part :
(1—x+x2)2 =x*-2:3+3x%-2x+1

Et d’autre part :

3 d ax(x-1)+bx?(x-D+cx(x—1D+d ax*+(—a+b)x>+(-b+c)x*—cx+d
ax’+bx“+cx+ = _

x-1 x—-1 x—-1
Donc, pour que : -
%zax3+bx2+cx+%
pour tout réel x différent de 1, il suffit que :
a =1
-a+b =-2
-b+c =3
-c =-2
d=1

Ce systeme a pour unique solution: a=1, b=—-1, c =2, d = 1. Donc, pour tout réel x différentde 1 :

1-x+x%)2 1
QX+ 5 2oxs
x—-1 X—

EXERCICE 47. On procédant comme dans I'exercice précédent, on trouve que, pour tout réel x différentde 1 :

EXERCICE 48. On procédant comme dans I'exercice précédent, on trouve que, pour tout réel x différent de —1:

3 1,_2

-1
Y 143 3*”3
x3+1 x+1 x2-x+1

EXERCICE 49. 1. Lafonction f est définie et dérivable sur R et, pour tout réel x :
f'(x) = ae* + (ax+ b)e* = (ax+ (a+ b))e*

2. D’apres la question précédente, pour que f: x — (ax + b)e” soit une primitive de g : x — xe*, il suffit que :

{a =1
a+b=0

Ce systéme a une unique solution : a =1, b = —1. Dong, une primitive de g est la fonction x — (x —1)e*.

3. De méme, pour que f: x— (ax + b)e* soit une primitive de #, il suffit que :

{a =2
at+b=1

Ce systéme a une unique solution : a = 2, b = —1. Dong, une primitive de & est la fonction x — (2x —1)e*.

EXERCICE 50. 1. Lafonction f est définie et dérivable sur R. Pour tout réel x :

f'(x) = acos(x) + (ax + b) (—sin(x)) + csin(x) + (cx + d) cos(x) = (cx + (a+ d)) cos(x) + (—ax + (—b + ¢)) sin(c)
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2. En utilisant la premiére question, déterminer une primitive de la fonction g : x — xcos(x).
Pour que la fonction f de la premiere question soit une primitive de g, il suffit de choisir a, b, c, d solution du

systeéme :
C :1 C :1
a +d=0 d=0
—
-a =0 a =0
-b+c =0 b =1

Donc la fonction x — cos(x) + xsin(x) est une primitive de la fonction g : x — xcos(x).

3. De méme, pour que la fonction f de la premiére question soit une primitive de la fonction s : x — x(cos(x) +
sin(x)), il suffit de choisir a, b, c, d solution du systeme :

c =1 c =1

a +d=0 d=1
—

—-a =1 a =-1

-b+c =0 b =1

Donc la fonction x — (1 — x) cos(x) + (1 + x) sin(x) est une primitive de la fonction h: x — x(cos(x) + sin(x)).
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